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Аннотация. Рассмотрено задачу без начальных условий для ги-
перболической системы вида
ut − Λ(x, t)ux +A(x, t)u+G(x, t, u) = f(x, t)
в области {(x, t) : 0 < x < a, −∞ < t < T}, где Λ, A — квадратные
матрицы, u, G, f – векторы, причем Λ — диагональная с вырожда-
ющимися элементами при x = 0 либо x = a.
Доказано существование и единственность слабого решения этой
задачи независимо от поведения данных задачи и решения при
t→ −∞.
2000 MSC. 35L50, 35L80.
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Задачи Коши и смешанные задачи для линейных гиперболиче-
ских систем первого порядка с двумя независимыми переменными,
вырождающихся на границе области, исследовано во многих рабо-
тах [1–7]. Задачи без начальных условий для некоторых линейных и
полулинейных гиперболических систем без вырождения рассмотре-
но в [8, 9]. В предлагаемой работе получены условия существования
и единственности обобщенного решения задачи без начальных усло-
вий для одной полулинейной системы гиперболических уравнений
первого порядка с двумя независимыми переменными, вырождаю-
щейся на границе области. Отметим, что полученные условия ра-
зрешимости не требуют ограничений на поведение данных задачи и
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решения при t → −∞. Для исследования использовано метод Га-
леркина. Пусть Q = {(x, t) : 0 < x < a, −∞ < t < T < +∞}, Qa =
= {(x, t) : 0 ≤ x ≤ a, −∞ < t ≤ T} , Qt1,t2 = {(x, t) : 0 < x < a,
t1 < t < t2 ≤ T}. Рассмотрим в области Q гиперболическую систему
вида
Ut − Λ(x, t)Ux +A(x, t)U +G(x, t, U) = F (x, t), (1)
где Λ, A — квадратные матрицы порядка n,
U(x, t) = col (u1(x, t), . . . , un(x, t)) ,
G(x, t, U) = col (g1(x, t, U), . . . , gn(x, t, U)) ,
F (x, t) = col (f1(x, t), . . . , fn(x, t)) ,
причем матрица Λ диагональна:
Λ =
[
Λ1 0
0 Λ2
]
,
Λ1 = diag{λ1, . . . , λk}, Λ2 = diag{λk+1, . . . , λn}, k ∈ {1, . . . , n}.
С целью упрощения изложения введем обозначения:
U = (w, v), w = (u1, . . . , uk), v = (uk+1, . . . , un).
Обозначим через Lrγ,loc(Q
a), 1 ≤ r ≤ +∞, γ(x) ≥ 0, x ∈ [0, a] про-
странство функций, принадлежащих Lrγ(Qt1,T ) для каждого t1 ∈
∈ (−∞, T ), где пространство Lrγ(Qt1,T ) получено как замыкание мно-
жества функций C(Qt1,T ) по норме
‖ϕ‖Lrγ(Qt1,T ) =
 ∫
Qt1,T
γ(x)|ϕ(x, t)|r dx dt

1/r
, 1 ≤ r < +∞,
‖ϕ‖L∞γ (Qt1,T ) = ess sup
Qt1,T
γ(x)|ϕ(x, t)|, r = +∞.
Будем предполагать, что функции β, γ удовлетворяет условиям:
(B): β ∈ C1 ([0, a]) ; β(x) > 0, x ∈ [0, a); β(a) = 0, β(0) = 1;
(Г): γ ∈ C1 ([0, a]) ; γ(x) > 0, x ∈ (0, a]; γ(0) = 0, γ(a) = 1.
Запишем матрицу A = [aij ]
n
i,j=1 в виде
A =
[
A11 A12
A21 A22
]
,
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где A11, A22 квадратные матрицы соответственно порядка k и n− k,
матрица A12 имеет порядок k × (n − k), а матрица A21 — порядок
(n− k)× k.
Будем также предполагать, что для коэффициентов системы (1)
выполняются соответственно условия (Л), (G), если:
(Л): λi ∈ C
(
(−∞, T ];C1([0, a])) , i = 1, . . . , n, λj(0, t) = 0,
t ∈ (−∞, T ];
λj(x, t) < 0, (x, t) ∈ (0, a]× (−∞, T ]; (λjγ′)/γ ∈ C(Qa),
j = 1, . . . , k;
λl(x, t) > 0, (x, t) ∈ [0, a)× (−∞, T ]; (λlβ′)/β ∈ C(Qa),
λl(a, t) = 0, t ∈ (−∞, T ]; l = k + 1, . . . , n;
(G): функция τ → G(x, t, τ) непрерывна по τ в Rn для почти всех
(x, t) ∈ Q; функция (x, t)→ G(x, t, τ) измерима в Q для всех
τ ∈ Rn; существуют число p > 2 и положительные постоян-
ные g0, g
0 такие, что для всех U (1), U (2) ∈ Rn и почти всех
(x, t) ∈ Q :
〈G(1)(x, t, U (1))−G(1)(x, t, U (2)), w(1) − w(2)〉 ≥ g0|w(1) − w(2)|p,
〈G(2)(x, t, U (1))−G(2)(x, t, U (2)), v(1) − v(2)〉 ≥ g0|v(1) − v(2)|p,
|gi(x, t, U)| ≤ g0
k∑
j=1
|uj |p−1, i = 1, . . . , k,
|gs(x, t, U)| ≤ g0
n∑
j=k+1
|uj |p−1, s = k + 1, . . . , n,
где G(1) = (g1, . . . , gk), G
(2) = (gk+1, . . . , gn), а через 〈·, ·〉
обозначено скалярное произведение в соответствующем евк-
лидовом пространстве.
Обозначим через Ĉ1k,n(Q
a) пространство функций вида
Ĉ1k,n(Q
a) = {ψ(x, t) = (ψ1(x, t), . . . , ψn(x, t)) : ψi ∈ C1(Qa),
i = 1, . . . , n; ψj(0, t) ≡ 0, j = 1, . . . , k; ψl(a, t) ≡ 0,
l = k + 1, . . . , n}.
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Пусть ψ(γ,β)(x, t) вектор-функция вида
ψ(γ,β) =
(
ψ(γ), ψ(β)
)
, ψ(γ)(x, t) = γ(x)η(x, t), ψ(β)(x, t) = β(x)θ(x, t),
η = (ψ1, . . . , ψk), θ = (ψk+1, . . . , ψn).
Кроме того, введем функции γi(x) следующим образом: γi(x) =
γ(x), если i = 1, . . . , k и γi(x) = β(x), если i = k + 1, . . . , n.
Определение 1. Функция U из пространства V=
n∏
i=1
(
L∞γi,loc ((−∞, T ];
L2(0, a)
) ∩ Lpγi,loc(Qa)), такая, что U(·, T ) ∈ n∏
i=1
L2γi(0, a), w(a, ·) ∈
∈
k∏
i=1
L2loc ((−∞, T ];R) , v(0, ·) ∈
n∏
i=k+1
L2loc ((−∞, T ];R) называется
обобщенным решением системы (1), если она удовлетворяет равен-
ству
a∫
0
〈U(x, T ), ψ(γ,β)(x, T )〉 dx+
∫
Qt1,T
[−〈U,ψ(γ,β)t − Λ(x, t)ψ(γ,β)x 〉+
+ 〈Λx(x, t)U +A(x, t)U +G(x, t, U)− F (x, t), ψ(γ,β)〉]dx dt−
−
T∫
t1
〈Λ1(a, t)w(a, t), η(a, t)〉 dt+
T∫
t1
〈Λ2(0, t)v(0, t), θ(0, t)〉 dt = 0 (2)
для всех ψ ∈ Ĉ1k,n(Qa), ψ(x, t) = 0, если (x, t) ∈ Q−∞,t1 , и для всех
t1 ∈ (−∞, T ).
Рассмотрим сначала задачу для системы (1) с начальным услови-
ем
U(x, t0) = u
0(x), t0 ∈ (−∞, T ) (3)
в области Qt0,T .
Определение 2. Функция U из пространства V =
n∏
i=1
(
L∞γi ((t0, T ];
L2(0, a)) ∩ Lpγi(Qt0,T )
)
, такая, что U(·, T ) ∈
n∏
i=1
L2γi(0, a), w(a, ·) ∈
∈
k∏
i=1
L2 ((t0, T ];R) , v(0, ·) ∈
n∏
i=k+1
L2 ((t0, T ];R) называется обоб-
щенным решением задачи (1) , (3), если она удовлетворяет равен-
ство
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a∫
0
〈U(x, T ), ψ(γ,β)(x, T )〉 dx+
∫
Qt0,T
[−〈U,ψ(γ,β)t −
− Λ(x, t)ψ(γ,β)x 〉+ 〈Λx(x, t)U +A(x, t)U +G(x, t, U)−
− F (x, t), ψ(γ,β)〉] dx dt−
T∫
t0
〈Λ1(a, t)w(a, t), η(a, t)〉 dt+
+
T∫
t0
〈Λ2(0, t)v(0, t), θ(0, t)〉 dt =
a∫
0
〈u0(x), ψ(γ,β)(x, t0)〉 dx (4)
для всех ψ ∈ Ĉ1k,n(Qt0,T ).
Теорема 1. Пусть выполняются условия (B), (Г), (Л), (G) и,
кроме того, aij ∈ L∞1,loc(Qa) для i, j = 1, . . . , k, а также для i, j =
= k + 1, . . . , n; aij ∈ L∞√
γβ−1,loc
(Qa) для i = 1, . . . , k, j = k + 1, . . . , n;
aij ∈ L∞√
βγ−1,loc
(Qa) для i = k + 1, . . . , n, j = 1, . . . , k; fi ∈ Lqγi,loc(Qa)
для i = 1, . . . , n, 1/p + 1/q = 1; u0i ∈ L2γi(0, a) для i = 1, . . . , n. Тогда
существует единственное обобщенное решение задачи (1) , (3).
Доказательство. Рассмотрим последовательности функций
u
(N)
j (x, t) =
N∑
j=1
c
(N)
ij (t)ω
(j)
i (x), N = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , n,
где
ω
(j)
i (x) =

sin (2j−1)π2a x, i = 1, . . . , k,
cos (2j−1)π2a x, i = k + 1, . . . , n,
а функции c
(N)
ij являются решениями задачи Коши:
a∫
0
[
u
(N)
it (x, t)− λi(x, t)u(N)ix (x, t) +
n∑
j=1
aij(x, t)u
(N)
j (x, t)+
+ gi(x, t, U
(N)(x, t))− fi(x, t)
]
ω
(l)
i (x)γi(x) dx = 0, (5)
c
(N)
ij (t0) = u
0,N
ij , (6)
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u
0,N(x)
i =
N∑
j=1
u0,Nij ω
(l)
i (x), причем
lim
N→+∞
‖u0,Nj − u0i ‖L2γi (0,a) = 0, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , N.
Из условий теоремы следует, что система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (5) удовлетворяет условиям теоремы Кара-
теодори [10], поэтому существует абсолютно непрерывное решение за-
дачи Коши (5), (6), определенное на некотором промежутке [t0, t0+h],
h > 0. Из оценок, полученных ниже, будет следовать, что h = T − t0,
т.е. решение этой задачи определено на промежутку [t0, T ]. Умножим
каждое уравнение системы (5) соответственно на функцию c
(N)
ij (t),
сложим их по индексам l от 1 до N и по i от 1 до n и проинтегрируем
по промежутку [t0, τ ], τ ∈ (t0, T ]. После выполнения этих операций
получим равенство
∫
Qt0 ,τ
n∑
i=1
[
u
(N)
it (x, t)− λi(x, t)u(N)ix (x, t) +
n∑
j=1
aij(x, t)u
(N)
j (x, t)+
+ gi(x, t, U
(N)(x, t))− fi(x, t)
]
u
(N)
i (x, t)γi(x) dx dt = 0. (7)
В силу условий теоремы о матрицах Λ, A существуют такие положи-
тельные постоянные λ01, λ
0
2, λ
0, a011, a
0
11, a
0
12, a
0
21, a
0
22, что:
− 〈Λ1(a, t)ξ, ξ〉 ≥ λ01|ξ|2 для всех t ∈ [t0, T ] и ξ ∈ Rk;
〈Λ2(0, t)ξ, ξ〉 ≥ λ02|ξ|2 для всех t ∈ [t0, T ] и ξ ∈ Rn−k;
|λix(x, t) + λi(x, t)γ′i(x)γ−1i (x)| ≤ λ0 для всех (x, t) ∈ Qt0,T ,
i = 1, . . . , n;
〈A11(x, t)ξ, ξ〉 ≥ a011|ξ|2 для почти всех (x, t) ∈ Qt0,T и для всех
ξ ∈ Rk; (8)
〈A22(x, t)ξ, ξ〉 ≥ a022|ξ|2 для почти всех (x, t) ∈ Qt0,T и для всех
ξ ∈ Rn−k;
‖A12(x, t)‖2γ(x)β−1(x) ≤ a012 для почти всех (x, t) ∈ Qt0,T ;
‖A21(x, t)‖2β(x)γ−1(x) ≤ a021 для почти всех (x, t) ∈ Qt0,T ,
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где ‖ · ‖ — евклидова норма матрицы. Учитывая условия теоремы и
оценки (8), из равенства (7) легко получить неравенство
a∫
0
|w(N)(x, τ)|2γ(x) dx+
a∫
0
|v(N)(x, τ)|2β(x) dx+
λ01
τ∫
t0
|w(N)(a, t)|2 dt+ λ02
τ∫
t0
|v(N)(0, t)|2 dt+
+ g0
∫
Qt0,τ
[|w(N)(x, t)|pγ(x) + |v(N)(x, t)|pβ(x)] dx dt ≤
≤ (λ0 + 2− 2a011)
∫
Qt0,τ
|w(N)(x, t)|2γ(x) dx dt+
+ (λ0 − 2a022 + a021 + a012)
∫
Qt0,τ
|v(N)(x, t)|2β(x) dx dt+
+
a∫
0
|w(N)(x, t0)|2γ(x) dx+
a∫
0
|v(N)(x, t0)|2β(x) dx+
+M1
∫
Qt0,τ
[ k∑
i=1
|fi(x, t)|qγ(x) +
n∑
i=k+1
|fi(x, t)|qβ(x)
]
dx dt (9)
для всех τ ∈ (t0, T ], где постоянная M1 зависит лишь от g0 и p. В
силу леммы Гронуолла-Беллмана из (9) имеем оценки:
a∫
0
|w(N)(x, t)|2γ(x) dx ≤M2, t ∈ [t0, T ];
a∫
0
|v(N)(x, t)|2β(x) dx ≤M2, t ∈ [t0, T ];∫
Qt0,τ
|w(N)(x, t)|pγ(x) dx dt ≤M2; (10)
∫
Qt0,τ
|v(N)(x, t)|pβ(x) dx dt ≤M2;
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T∫
t0
|w(N)(a, t)|2 dt ≤M2;
T∫
t0
|v(N)(0, t)|2 dt ≤M2,
где постоянная M2 не зависит от N . Кроме того, из условия (G)
следуют оценки∫
Qt0,τ
|gi(x, t, U (N))|γi(x) dx dt ≤M2, i = 1, . . . , n.
Отметим, что
M2 =M3
( k∑
i=1
‖fi‖qLqγ(Qt0,T ) +
n∑
i=k+1
‖fi‖qLqβ(Qt0,T )+
+
k∑
i=1
‖u0i ‖2L2γ(0,a) +
n∑
i=k+1
‖u0i ‖2L2β(0,a)
)
и постоянная M3 вообще говоря зависит от t0. Следовательно, суще-
ствует подпоследовательность {U (s)(x, t)} последовательности
{U (N)(x, t)} такая, что
u
(s)
i → ui ∗ −слабо в L∞((t0, T );L2γi(0, a)), i = 1, . . . , n;
u
(s)
i → ui слабо в Lpγi(Qt0,T ), i = 1, . . . , n;
u
(s)
i (·, T )→ ûi(·, T ) слабо в L2γi(0, a), i = 1, . . . , n;
u
(s)
i (a, ·)→ ŵi(a, ·) слабо в L2(t0, T ), i = 1, . . . , k;
u
(s)
i (0, ·)→ v̂i(0, ·) слабо в L2(t0, T ), i = k + 1, . . . , n;
gi(·, ·, U (s)(·, ·))→ θi слабо в Lqγi(Qt0 , T ), i = 1, . . . , n
при s→∞. Поэтому на основании (5), (6) легко получить равенствa
a∫
0
ûi(x, T )ψ
(γ,β)
i (x, T ) dx+
+
∫
Qt0,T
[
−ui(x, t)(ψ(γ,β)it (x, t)−λi(x, t)ψ(γ,β)ix (x, t)−λix(x, t)ψ(γ,β)i (x, t))+
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+
n∑
j=1
aij(x, t)uj(x, t)ψ
(γ,β)
i (x, t) + θi(x, t)ψ
(γ,β)
i (x, t)−
− fi(x, t)ψ(γ,β)i (x, t)
]
dx dt− αi
T∫
t0
λi(a, t)ŵ(a, t)ψ
(γ,β)
i (a, t) dt+
+ (1− αi)
T∫
t0
λi(0, t)v̂(0, t)ψ
(γ,β)
i (0, t) dt =
=
a∫
0
u0i (x)ψ
(γ,β)
i (x, t0) dx, i = 1, . . . , n (11)
для произвольной функции ψ ∈ Ĉ1k,n(Qt0,T ), где αi = 1 для i = 1, . . . , k
и αi = 0 для i = k+1, . . . , n. Выбрав в (11)функции ψ из пространства
C10 (Qt0,T ), получим равенствa∫
Qt0,T
[ψ
(γ,β)
it (x, t)− λi(x, t)ψ(γ,β)ix (x, t)]ui(x, t) dx dt =
=
∫
Qt0,T
ei(x, t)ψ
(γ,β)
i (x, t) dx dt, i = 1, . . . , n, (12)
где
ei(x, t) = λix(x, t)ui(x, t) +
n∑
j=1
aij(x, t)uj(x, t) + θi(x, t)− fi(x, t).
Пусть x = ρi(t, x0, τ) — решение задачи Коши
dx
dt
= −λi(x, t), x(τ) = x0.
Рассмотрим отображение
x = ρi(τ, ξ, τ0), t = τ, (13)
где τ0 = T , если i = 1, . . . , k и τ0 = t0, если i = k + 1, . . . , n. Якобиан
Ji(ξ, τ) отображения (13) имеет вид
Ji(ξ, τ) =
∂ρi
∂ξ
= exp
( τ0∫
τ
λix dη
)
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и Jiτ (ξ, τ) = −λix(ρi(τ, ξ, τ0), τ)Ji(ξ, τ), i = 1, . . . , n.
Пусть при отображении (13) область Di переходит в Qt0,T . Тогда
из (12) получим равенствa∫
Di
d
dτ
[ψ
(γ,β)
i (ρi(τ, ξ, τ0), τ)Ji(ξ, τ)]ui(ρi(τ, ξ, τ0), τ) dξ dτ =
=
∫
Di
[λix(ρi(τ, ξ, τ0), τ)ui(ρi(τ, ξ, τ0), τ)+
+ ei(ρi(τ, ξ, τ0), τ)]Ji(ξ, τ)ψ
(γ,β)
i (ρi(τ, ξ, τ0), τ) dξ dτ,
откуда следует, что
d
dτ
ui(ρi(τ, ξ, τ0), τ) = −
n∑
j=1
aij(ρi(τ, ξ, τ0), τ)uj(ρi(τ, ξ, τ0), τ)−
− θi(ρi(τ, ξ, τ0), τ) + fi(ρi(τ, ξ, τ0), τ)
в области Di, i = 1, . . . , n. Следовательно
dui
dτ
∈ L2γi(Di)+Lpγi(Di), по-
этому функция ui непрерывна вдоль соответствующей характеристи-
ки системы (1). Отсюда следует, что функции ui, i = 1, . . . , n опреде-
лены почти в каждой точке области Qt0,T . Используя равенство (11)
легко доказать, что
ŵ(a, t) = w(a, t), v̂(0, t) = v(0, t), Û(x, T ) = U(x, T ), U(x, t0) = u
0(x).
Отметим также, что равенство (11) имеет смысл и для функции
ψ(x, t) = U(x, t). На основанни монотонности G аналогично как в
[11] нетрудно доказать, что θ(x, t) = G(x, t, U(x, t)). Следовательно
найденная функция U будет обобщенным решением задачи (1), (3).
Докажем теперь единственность решения этой задачи. Пусть су-
ществуют два решения U (1), U (2). Тогда для функции U(x, t) =
= U (1)(x, t)− U (2)(x, t) имеет место равенство∫
Qt0,T
[−〈U,ψ(γ,β)t − Λ(x, t)ψ(γ,β)x 〉+ 〈(Λx(x, t) +A(x, t))U,ψ(γ,β)〉+
+ 〈G(x, t, U (1))−G(x, t, U (2)), ψ(γ,β)〉] dx dt+
+
T∫
t0
〈Λ2(0, t)v(0, t), θ(0, t)〉 dt−
T∫
t0
〈Λ1(a, t)w(a, t), η(0, t)〉 dt+
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+
a∫
0
〈U(x, T ), ψ(γ,β)(x, T )〉 dx = 0, (14)
где ψ — произвольная функция из пространства Ĉ1k,n(Qt0,T ). Нетру-
дно убедиться (аналогично как при доказательстве существования),
что равенство (14) имеет смысл и для функции ψ(x, t) = U(x, t).
Тогда на основании условий теоремы аналогично как (10) получим
оценку ∫
Qt0,T
[|v(x, t)|pγ(x) + |u(x, t)|pβ(x)] dx dt ≤ 0,
откуда и следует равенство U (1)(x, t) = U (2)(x, t) в Qt0,T . Теорема 1
доказана.
Обозначим через ∆(δ1, δ2) множество положительных решений δ1,
δ2 системы неравенств
2a011 + inf
Q
[λi(x, t)γ
′
i(x)γ
−1
i (x) + λix(x, t)]−
1
δ1
− δ2a021 > 0, i = 1, . . . , k,
2a022 + inf
Q
[λi(x, t)γ
′
i(x)γ
−1
i (x) + λjx(x, t)]− δ1a012 −
1
δ2
> 0,
j = k + 1, . . . , n.
Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1 и, кроме того,
∆(δ1, δ2) 6= ∅. Тогда система (1) имеет единственное обобщенное
решение.
Доказательство. Рассмотрим в области QT−s,T , s ∈ N систему (1)
с начальным условием
U(x,−s) = 0 (15)
и функцией F (s)(x, t) в правой части системы (1), где
F (s)(x, t) =

F (x, t), (x, t) ∈ QT−s,T ,
0, (x, t) ∈ Q−∞,−s.
На основании теоремы 1 существует обобщенное решение U (s)(x, t)
задачи (1), (15). Продолжим нулем функцию U (s) на область Q−∞,−s.
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Тогда функция U (s) будет удовлетворять равенство
∫
Qt1,T
[−〈U (s), ψ(γ,β)t − Λ(x, t)ψ(γ,β)x 〉+ 〈Λx(x, t)U (s) +A(x, t)U (s)+
+G(x, t, U (s))−F (s)(x, t), ψ(γ,β)〉] dx dt+
a∫
0
〈U (s)(x, T ), ψ(γ,β)(x, T )〉 dx−
−
T∫
t1
〈Λ1(a, t)w(s)(a, t), η(a, t)〉 dt+
T∫
t1
〈Λ2(0, t)v(s)(0, t), θ(0, t)〉 dt = 0
(16)
для всех ψ ∈ Ĉ1k,n(Qa), ψ(x, t1) = 0 и всех t1 ∈ (−∞, T ], |t1| < s. Пусть
l > |t1|. Отнимем равенства (16) для U (s), U (l) и выберем ψ(x, t) =
= (U (s)(x, t)− U (l)(x, t))ωσ(t), σ > 0, где
ω(t) =

t− t1, t1 ≤ t ≤ T,
0 t > t1.
Получим равенство
∫
Qt1,T
[−〈U (s,l), ψ(γ,β)t − Λ(x, t)ψ(γ,β)x 〉+ 〈(Λx(x, t)+
+A(x, t))U (s,l), ψ(γ,β)〉+ 〈G(x, t, U (s))−G(x, t, U (l)), ψ(γ,β)〉] dx dt+
+
a∫
0
〈U (s,l)(x, T ), ψ(γ,β)(x, T )〉 dx−
T∫
t1
〈Λ1(a, t)w(s,l)(a, t), η(a, t)〉 dt+
+
T∫
t1
〈Λ2(0, t)v(s,l)(0, t), θ(0, t)〉 dt = 0, (17)
где U (s,l)(x, t) = U (s)(x, t)− U (l)(x, t).
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Аналогично как (9) из равенства (17) получаем неравенство
a∫
0
n∑
i=1
[u
(s,l)
i (x, T )]
2ωσ(T )γi(x) dx+ λ
0
1
T∫
t1
k∑
i=1
[u
(s,l)
i (a, t)]
2ωσ(T ) dt+
+ λ02
T∫
t1
n∑
i=k+1
[u
(s,l)
i (0, t)]
2ωσ(T ) dt+
∫
Qt1,T
k∑
i=1
[u
(s,l)
i (x, t)]
2ωσ(t)
[
2a011+
+ λi(x, t)γ
′(x)γ−1(x) + λix(x, t)]− 1
δ1
− δ2a021
]
γ(x) dx dt+
+
∫
Qt1,T
n∑
i=k+1
[u
(s,l)
i (x, t)]
2ωσ(t)
[
2a022 + λi(x, t)β
′(x)β−1(x) + λix(x, t)−
− 1
δ2
− δ1a012
]
β(x) dx dt+ 2g0
∫
Qt1,T
n∑
i=1
|u(s,l)i (x, t)|pωσ(t)γi(x) dx dt ≤
≤ σ
∫
Qt1,T
n∑
i=1
[u
(s,l)
i (x, t)]
2ωσ−1(t)γi(x) dx dt. (18)
Поскольку
σ
∫
Qt1
T
n∑
i=1
[u
(s,l)
i (x, t)]
2ωσ−1(t)γi(x) dx dt ≤ I1 + I2,
где
I1 = g0
∫
Qt1,T
n∑
i=1
|u(s,l)i (x, t)|pωσ(t)γi(x) dx dt,
I2 =
p(p− 4)/(p− 2)
p− 2
(
2σ
g0
)2/(p−2) ∫
Qt1,T
n∑
i=1
γi(x)ω
σ−p/(p−2) dx dt ≤
≤M4(T − t1)σ+1−p/(p−2),
то при 0 < σ < 2/(p− 2) число (T − t1)σ+1−p/(p−2) можна сделать как
угодно малым, если выбрать |t1| достаточно большим. Таким обра-
зом, для произвольного ε > 0 существует такое натуральное число
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N0, что для всех l, s > N0 из неравенства (18) следуют оценки
a∫
0
n∑
i=1
[u
(s,l)
i (x, T )]
2γi(x) dx < ε,
T∫
t2
k∑
i=1
[u
(s,l)
i (a, t)]
2 dt < ε
T∫
t2
n∑
i=k+1
[u
(s,l)
i (0, t)]
2 dt < ε,
∫
Qt2,T
n∑
i=1
[u
(s,l)
i (x, t)]
2γi(x) dx dt < ε, (19)
∫
Qt2,T
n∑
i=1
|u(s,l)i (x, t)|pγi(x) dx dt < ε,
где t2 произвольное фиксированное число из промежутка (t1, T ).
Тогда
u
(s)
i (·, T )→ u(t2)i (·, T ) в L2γi(0, a), i = 1, . . . , n;
u
(s)
i (a, ·)→ u(t2)i (a, ·) в L2(t2, T ), i = 1, . . . , k;
u
(s)
i (0, ·)→ u(t2)i (0, ·) в L2(t2, T ), i = k + 1, . . . , n;
usi → u(t2)i в L2γi(Qt0,T ), i = 1, . . . , n;
usi → u(t2)i в Lpγi(Qt0,T ), i = 1, . . . , n
при s→∞. Пусть t2 принимает значения T−1, T−2, . . . Тогда можна
выбрать диагональную последовательность {u(m)(x, t)} такую, что
u
(m)
i (·, T )→ ui(·, T ) в L2γi(0, a), i = 1, . . . , n;
u
(m)
i (a, ·)→ ui(a, ·) в L2loc(−∞, T ), i = 1, . . . , k;
u
(m)
i (0, ·)→ ui(0, ·) в L2loc(−∞, T ), i = k + 1, . . . , n;
u
(m)
i → ui в L2γi,loc(Qa), i = 1, . . . , n;
u
(m)
i → ui в Lpγi,loc(Qa), i = 1, . . . , n
при m→∞, где
ui(x, t) = u
(T−l)
i (x, t), (x, t) ∈ QT−l,T , i = 1, . . . , n, l = 1, 2, . . .
Переходя к пределу в (16) при s→∞ получим, что U = (u1, . . . , un)
является обобщенным решением системы (1). Предположив сущест-
вование двух обобщенных решений U (1), U (2) системы (1), для раз-
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ности U(x, t) = U (1)(x, t)− U (2)(x, t) получим равенство∫
Qt1,T
[−〈U,ψ(γ,β)t − Λ(x, t)ψ(γ,β)x 〉+ 〈(Λx(x, t) +A(x, t))U,ψ(γ,β)〉+
+〈G(x, t, U (1))−G(x, t, U (2)), ψ(γ,β)〉] dx dt+
a∫
0
〈U(x, T ), ψ(γ,β)(x, T )〉 dx−
−
T∫
t1
〈Λ1(a, t)w(a, t), η(a, t)〉 dt+
T∫
t1
〈Λ2(0, t)v(0, t), θ(0, t)〉 dt = 0,
справедливое для произвольной функции ψ ∈ Ĉ1k,n(Qa), ψ(x, t) = 0
для (x, t) ∈ Q−∞,t1 и для всех t1 из промежутка (−∞, T ). В частности
это равенство выполняется и для функции ψ(x, t) = U(x, t)ωσ(t), где
функция ω определена ранее. Тогда аналогично как (19) получим,
что ∫
Qt0,T
n∑
i=1
[ui(x, t)]
2γi(x) dx dt < ε
для произвольного сколь угодно малого ε > 0 и произвольного t0 из
промежутка (−∞, T ). Cледовательно, ui(x, t) = 0 в области Qt0,T для
всех i = 1, . . . , n. В силу произвольности t0 функция U(x, t) = 0 в
области Q и теорема полностью доказана.
Замечание 1. Отметим, что условие (G), в частности, выполня-
ется для функций
gi(x, t, U) = hi(x, t)|ui|p−2ui,
где hi ∈ L∞(Q), hi ≥ h0 = const > 0, i = 1, . . . , n.
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